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1. Bevezeto

A természetben és szocidlis rendszerekben nagyon széles korben figyelhetiink
meg hatvanyfliiggvény viselkedést [1], elég csak a fazisatalakuldsokra gondolni, ahol
egyes mennyiségek eloszlasfiiggvénye hatvanyfiiggvény, ezeknek a fiiggvényeknek a
kitevdit nevezziik kritikus exponenseknek. Hatvanyfiiggvényhez hasonlod eloszlast
mutat példaul a tarsadalomban a vagyon megoszlasa is [2], ezt eldszor Vilfredo Pareto

(http://cepa.newschool.edu/het/profiles/pareto.htm ) , francia-olasz kozgazdasz,

szociologus ¢és filozofus vette észre (ezért Pareto torvénynek nevezik), ugyanakkor
hasonlo eloszlast allapitottak meg a szavaknak gyakorisdga szerinti eloszléséra, erre
George Kingsley Zipf , amerikai nyelvész és pszihologus jott ra. Ebbdl a
felfedezésbol kiindulva eljutott egy sokkal altalanosabb érvénytl térvényhez, amelyet

ma Zipt torvényének hivnak (http://www.cut-the-

knot.org/do_you_know/zipfLaw.shtml, http://www.nslij-genetics.org/wli/zipf/ ), de
sokszor a kett6t egyiitt emlitik mint a Zipf-Pareto térvény. Ez a torvény érvényes
tovabba a honlapoknak a latogatok szdma szerinti eloszldséara, a nevek gyakorisaguk
szerinti eloszlasara, cégeknek az eloszlasa a jovedelem szempontjabol, a lakcimben
szerepld hdzszdmok eloszlasdra és még sorolhatnank a példakat. Azt, hogy Zipf
torvénye mennyire altaldnos jellegli torvény, mar csak abbdl is lathatjuk, hogy
mennyire kiilonb6z6 tertiletekrdl soroltunk fel példakat (fizika, lingvisztika,
kozgazdasag, szociologia).

A Zipf-Pareto torvényhez hasonl6 szabalyt lehet megallapitani a telepiilések
nagysag szerinti eloszlasara is, melyet eldszor Auerbach észlelt, és egy specidlis
alakja a Zipftf altal észlelt nagyon altalanos torvénynek [3]: a telepiilések nagysaganak
eloszlasfiiggvénye hatvanyfiiggvény, melynek exponense o = -2. Ezt sok teriiletre
sikeriilt kimutatni, mint példdul: Brazilia esetén a = -2,26 + 0,11 [3], a Foldon
legnagyobb 2700 varosra o = -2,03 + 0,05 (1. 4bra e), az Amerikai Egyesiilt Allamok
nagyvarosaira o = -2,1 = 0,1 (1. abra m), Svéjc varosaira o = -2,0 = 0,1 (1. dbra A)
[4]. Jol megfigyelhetd, hogy egyik esetben sem tér el nagyban az érték a josolt a = -2
stabil skalaexponenstdl.

Jelen dolgozat célja Erdély telepiiléseinek nagysag szerinti eloszlasara igazolni

a Zipf — Pareto torvényt, valamint egy, a hatvanyfiiggvény eloszlasat magyarazo,



egyszerl, nem térbeli, ugynevezett atlagtér modell tesztelése, lakossagi statisztikak
alapjan. Hangsulyozom, hogy nem volt célunk, a skalaexponens pontos mérése,

csupan annak a megallapitasa, hogy ez valoban az a = -2 stabil érték koriil mozog.
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2. Az ismert adatok feldolgozasa

Az adatbazis, amellyel dolgoztunk Varga E. Arpad Erdély etnikai és
felekezeti statisztikdja, elérhetd a

http://varga.adatbank.transindex.ro/?szo=népszamlalds weboldalon. Itt megtalalhatok

Erdély telepiiléseinek nagysagai, vagyis telepiilésenként a lakossadg szama az 1850-es,
1880-as, 1890-es, 1900-as, 1910-es, 1920-as, 1930-as, 1941-es, 1948-as, 1956-0s,
1966-0s, 1977-es, 1992-es évekre, kozségenként, a kozségek pedig megyénként

csoportositva. Minden kozség egy-egy kiilon allomany. Leg elsd 1épésben ezeket az



allomanyokat kellett egyesiteniink, hogy egy nagy, konnyen kezelhetd adatbazist
kapjunk. Ez utdn ki kellett sziirniink azokat a telepiiléseket, amelyekre nem
rendelkeztiink elegendd adattal, vagyis amelyek esetében valamelyik év hianyzott a
kimutatdsbol, mivel nem tudunk, ha esetleg valamilyen atlaggal potoljuk ki a hianyzé
adatot, az milyen hatdst fejt ki a statisztikdkra, mivel elég sok ilyen eset akadt.
Eszrevettiik, hogy az 1850-es és az 1948-as évben rendkiviil kevés telepiilésre van
adat, ezért ezt a két évet ki is vettiilk az adatbazisbol. Ezen kiviil azt talaltuk, hogy az
utols6 négy év esetében 1610, az dsszesre pedig 2227 telepiilés esetében (az 5804-bdl)
van hidny, ezért két adatbazis késziilt, az egyik az utols6 négy év adataival (4194
telepiilésre), a valamivel pontosabb mérések érdekében, valamint az Osszes év
adataival (3577 telepiilésre). Latni fogjuk, hogy a két kiilonb6z6 adatbazisbol kapott
eredmények nagyon jol megegyeznek, ezért feltételezhetjiik, hogy a statisztikak nem
sériiltek nagyban az altal, hogy viszonylag nagyszamu telepiilést nem vesziink
figyelembe. Ez azzal is magyarazhatd, hogy altalaban a kicsi telepiilések adatai
hidnyosak, amelyek esetében mar egyébként sem érvényes a Zipf torvény [3]. Nagy
elénye adatbazisunknak, hogy 11 egymastol nagyjabol azonos iddbeli tavolsagra 1évo
allapotban vizsgalhatjuk a Zipf torvény helytallasat (esetleg kialakuladsat), valamint
megallapithatjuk, hogy milyen iranyban fejlddik a rendszer. Miutdn adatbazisunkat
konnyen kezelhet6vé alakitottuk, fel kellett dolgoznunk az adatokat.

Egy closzlasfiiggvényt legegyszerlibben ugy készithetiink el, hogy
megszamoljuk, hogy egy adott tartomanyban hany darab van a vizsgalt mennyiségbdl,
¢s abrazoljuk a tartomdny atlaganak a fliggvényében ezt a szamot. Esetiinkben, ha
mondjuk r-el jeloljiikk egy telepiilés nagysagat, megszamoljuk, hogy héany darab
telepiilés van r és r+Ar kozt (egy ilyen “térrészt” bin-nek neveziink, az angol lada

szobol ), legyen ez a szdm n, normalhatjuk (leoszthatjuk n-et a telepiilések szamaval
. : A : .
¢s a bin méretével) és abrazoljuk a (%,n) szamparost, majd r-et noveljik Ar-el és

megismételjiik a lépéseket. Osszekotve a kapott pontokat, megkapjuk a telepiilések
nagysaganak az eloszlasit Ha nagyon nagy szama példany van a vizsgalt
mennyiségbol, és ezeknek r-je nagyjabol egyenletesen oszlik meg, akkor minél kisebb
Ar , anndl pontosabb az eloszlas, feltételezve, hogy elegendd pont marad egy binen
beliil az 4tlagoldsra. Ha viszont a pontok nem egyenletesen oszlanak meg r-en, hanem
mondjuk kicsi r-ekre sok van s ahogy haladunk r-el felfele egyre kevesebb, az

eloszlasgdrbém nagy r esetén fluktualni kezd, eléfordulhat, hogy egy binbe nem keriil



egy sem, a mellette 1évébe pedig igen. Ilyenkor nem megoldéds a binek méretének a
novelése ugyanis ez elrontand az eloszlas finomsagat kis » esetére. Ezekben az

esetekben szoktunk ugynevezett logaritmikus binelést hasznalni, melynek a 1ényege a

kovetkez6 : a binek méretét nem konstansnak vessziik, hanem egy Ar =a" alakban,
ahol a egy tetszOleges szam. igy, ahogy haladunk r-el nagyobb értékek felé, egyre
tagul a bin mérete. Ez altal kikiiszoboltiik a fentebb emlitett problémat; viszont
vigydznunk kell; egyrészt nem szabad megfeledkezniink arrél, hogy leosszunk a bin
nagysdgaval, mivel itt ezek mar nem konstans méretiiek, elrontjak az eloszlasgérbénk
alakjat, emellett pedig 4dbrazolaskor nem szabad elfelejteniink, hogy az abszcissza
tengelyen a skala logaritmikus.

Annak érdekében, hogy nagyszamu adatot még egyszeriibben és gyorsabban
fel lehessen dolgozni, haszndljdk még az ugynevezett kumulativ eloszlast. Meglatjuk
majd, hogy jol meghatarozott Gsszefliggés van az eloszlasfiiggvény és a kumulativ
eloszlasfiggvény kozt. (felhivndm a figyelmet, hogy, azt amit itt kumulativ
eloszlasfiiggvénynek, a matematikdban eloszlasfiiggvénynek , azt pedig amit
eloszlasfiiggvénynek neveziink, ott slirliségfiiggvénynek hivjak ). Vegyiik most ezt a
nagyszamu adatot, és rendezziik ket ndvekvd sorrendbe. Ez utan, ha kipontozzuk a
nagysag fiiggvényében a sorszamot, kirajzolodik a kumulativ eloszlasfiiggvény. Tehat
amig az eloszlasfiiggvény értéke egy adott pontban megadja, hogy hany darab a
vizsgalt mennyiségbdl jellemezhetd az illetd ponttal, addig a kumulativ eloszlas azt
mondja meg, hogy hdny darab van az aktudlis nagysagig, tehat tulajdonképpen a
kumulativ eloszlas, az eloszlasfiiggvény integralja. Ezek alapjan ismerve egy
mennyiség kumulativ eloszlasat, kovetkeztetni tudunk annak eloszlasara.

A fentiek ismeretében, tekintsiik most a 2. abrat. Ezen Erdély telepiiléseinek
az eloszlasfiiggvényét lathatjuk az 1956-os, 1966-0s, 1977-es és 1992-es évekre
valamint egy f(x) ~ x> alaku fiiggvényt log-log skalan (a log-log skala azt jelenti,
hogy ugy az ordinatan, mint az abszcissza tengelyen felvett értékeknek a logaritmusat
vesszilk és ezeket abrazoljuk). Log-log skalan egy hatvanyfiiggvény képe egy
egyenes, melynek iranytényezdjét az exponens hatarozza meg. Megfigyelhetd, hogy
az eloszlasok jol kovetik az f fiiggvényt. Ez altal igazolva is van a Zipf-Pareto
torvény érvényessége. Azt is észrevessziik, hogy a skalaexponens értéke nem allando.

A fiiggvény meredekségének modulusa csokken, vagyis az exponens (mivel negativ



szam) nd, de nem tavolodik el az a = -2 egyensulyi értéktdl. A 3. dbran még jobban
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2. abra

az exponensnek ezen valtozasa; itt mindegyik évre meg van szerkesztve az
eloszlasfiiggvény. A 4. abran ismét az eloszlds a hatvanyfliggvény viselkedését
lathatjuk, az 1992-re, valamint annak a bizonyitékat, hogy az exponens a vart érték

koriil van, csak itt a kumulativ eloszlasfiiggvény van megszerkesztve, igy az

1

elvarasoknak megfelelden ez egy g(x)~ x~ alaku fiiggvényt kovet. Az 5. és a 6.

abran rendre az utolsd négy év, valamint az Osszes év kumulativ eloszlasa lathato.
Ezeken sokkal jobban megfigyelhetd a Pareto exponens valtozasa, s6t még az is, hogy
Erdélyben Zipf-Pareto torvényrdl tulajdonképpen csak a XX. Szazad felétdl errefele
beszélhetiink, ugyanis az 1956 el6tti éveket jellemzd kumulativ eloszlas gérbéi szinte
allandoan esnek, nem észlelhetiink ezeken egyenes részt, tehat nincs hatvanyfiiggvény

viselkedés.
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3. Minimal modell és szamitogépes szimulacio

Lassunk most egy nagyon egyszerli modellt, melynek segitségével taldn
kozelebb juthatunk ezen hatvanyfliggvény eloszlas kialakuldsdnak megértéséhez. A

modellt Zanette és Manrubia [4] javaslata alapjan épitettilk fel. Legyen n, a
teleptilések kezdeti tetszéleges eloszldsa. Legyen n,-nek 1iddébeli evolucidja a

kovetkezo :

n(t+)=n(t)-p+&

ahol p egy véletlenszam és egy multiplikativ valtozast okoz, mig & egy additiv zaj.

Semmi egyéb kikdtésem nincs, csupan az, hogy Zni = konst. Ugy értelmezném a

1

modellt, hogy egy telepiilés teljesen fliggetleniil a tobbitdl, véletlenszeriien, csak a
sajat méretével ardnyosan nd vagy csokken, és kozben a rendszerem lakosainak
szama nem valtozik. Ezt gy tudom megoldani, hogy minden iddlépés utin

ellenérzom, hogy hany lakosa van a rendszeremnek, s igy normalom az &sszes n, -t

hogy visszakapjam a kezdeti lakosok szamat. Lathato, hogy a telepiilések egymassal
nem hatnak kolcson, tehat ez nem egy térbeli modell! Az ilyen tipust modellt nevezik
atlagtér modellnek. Ezt konnyedén szamitdégépre vihetjiik. Az egyenletben csupan
diszkrét mennyiségek szerepelnek, egyszerlien, egy cikluson beliil ( ami jelentené az

1d6t), megoldjuk az egyenletet minden n,-re, tehat tulajdonképpen egy dupla ciklust

alkalmazunk, ez utan pedig elvégezziik a normalast. Nézziik most meg, hogy az ezen

modell alapjan végzett szimulaciok, milyen eredménnyel szolgalnak.

4. Az eredmények targyalasa

A 7. abran egy gauss (normal) eloszlasbol kiinduld szimulacid eredményei
lathatok. Megfigyelhetd, hogy a modell, kevés iddlépésen beliil hatvanyeloszlast
alakit ki. Osszevetve a gorbéket az 5. abran lathato, valosigos adatok alapjan késziilt

gorbékkel, azt mondhatjuk, hogy ez a talan legegyszeribb modell is jo iranyba



fejleszti a rendszert, és ha nem is ez a megfeleld dinamika, mindenképpen segit
megérteniink, hogyan is jonnek létre a complex rendszerekben hatvanyfiiggvény
eloszlasok. Ha most a 8. abrat tekintjiik, ezt a szimulacid egy egyenletes eloszlasbol
indult ki és latszik, hogy ez az eloszlas is jo iranyba fejlodik, nyugodtan mondhatjuk
tehat, hogy a modell barmilyen kezdeti eloszlasbol kiindulva, ugyanabba a végso,
egyensulyi allapotba viszi a rendszert. Mindemellett, nem hagyhatjuk figyelmen
kiviil, hogy a wvégsd, egyensulyi allapothoz fittelhetd egyenes iranytényezdje
nagyjabol 1 (ez abbdl latszik, hogy a kumulativ eloszlasok egyenes részei szinte
parhuzamosak a g(x)=x egyenletii fliggvénnyel). Most tekintetbe véve, hogy az
f(x) = x~* fiiggvény hatdrozatlan integralja F(x)=—-x"'+C, és C=0 esetre, ha egy
F alaku fliggvényt log-log skalan abrazolok egy 1-es meredekségii egyenest kapok,
azt mondhatom, hogy ez az egyszerii modell még a skalaexponens értékét is helyesen
visszaadja. Hogy a végsoé allapot ugyanaz, barmilyen kezdeti eloszlasbdl kiindulva,
azt a 9. dbra mutatja, (tekintetbe véve, hogy az egyenletes eloszlas esetén kezdetben
minden telepiilés nagysaga 1 volt, az egyenletes eloszlas t=0 iddpillanatban nem
latszik a log-log skalan) amelyen a kumulativ eloszlasok a t=100000 iddlépésben
tulajdonképpen fedik egymast, csak a szemléletesség kedvéért kissé el vannak

csusztatva.
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5. Hogyan tovabb?

Adatbazisunknak azon jellege, hogy idében visszamendleg 11 iddpillanatra
van adatunk, 0j lehetOségeket nyit meg eldttiink a rendszer fejlédése vizsgalatdnak
szempontjabol. Meg tudjuk vizsgalni, hogy a telepiilések nagysdganak a valtozasai
milyen eloszlast mutatnak, megallapitani egy korrelacios fiiggvényt és ezek alapjan
ujabb, térbeli modelleket allitani fel, amelyekben a telepiilések egy jol meghatarozott
torvény alapjdn kolcsonhatnak, melyeken keresztiil kozelebb juthatunk a szocialis

onszervezddések dinamikédjdnak megértéséhez.
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